Lycée La Martiniére Monplaisir PT 2025-2026

Devoir Maison 2
Pour le 6 octobre 2025

Exercice
(adapté de EDHEC ECS 2020)

Dans tout I'exercice, on désigne par E un R-espace vectoriel de dimension n (n > 2 ).

Partie I —  Préliminaires

1. On considére un projecteur p de E, c’est-a-dire un endomorphisme de E tel que pop = p.
(a) Montrer que E = Ker(p) @Im(p)
(b) Etablir que Im(p) = Ker(Id — p)

(¢) Notons r = Rang(p). Montrer qu’il existe une base (e1,- - ,e,) une base de E telle que
Vk e [1,r], plex)= ek, Vk e r+1,n], plex) =0g
(d) En écrivant la matrice de p dans la base (eq,- - ,e,), montrer que Rg(p) = Tr(p)
2. Montrer par récurrence sur k (k € N*) que, si Fy,..., Ej sont des sous-espaces vectoriels de

E, alors on a 'inégalité :

dim(Eq + - - + Ey) < dim(Eq) + ... + dim(E})

Partie I

Soit py et py deux projecteurs de E et ¢ = p1 + p2. Le but de cette partie est de déterminer une
condition nécessaire et suffisante sur p; et ps pour que ¢ = p; + ps soit un projecteur.

C.N.S. pour qu’une somme de projecteurs soit un projecteur

1. Montrer que, si p1 0 po = p2 0 p1 = Oz () alors g est un projecteur.
On suppose désormais que ¢ est un projecteur.

2. (a) Montrer que Im(q) C Im(p;) + Im(p2)
(b) Justifier que Rang(q) = Rang(p1) + Rang(p2) et que

dim(Im(py) + Im(p2)) < dim(Im(py)) + dim(Im(p2))

(c) En déduire que Im(q) = Im(p;) + Im(pz) puis que Im(p; + ps) = Im(p1) @ Im(ps)
3. (a) Soit x € E, montrer que p;(z) € Ker(q — Id).
(b)
(c) En déduire qu’alors pz o p1 = Oz gy et p1 o p2 = 0z(p)
4. Conclure

En déduire que g o p; = p1 et g o py = ps.

Partie III —  Généralisation

Soit un entier naturel k supérieur ou égal a 2. On considere des projecteurs de E, notés p1, pa, . . ., Pk
et on note qx = p1 +p2+ ...+ pr. On veut généraliser le résultat précédente a une somme de k > 2
projecteurs.
1. Montrer que si, pour tout couple (4,7) de [1, k] tel que i # 7, on a p; op; = Oz(g), alors gy
est un projecteur.

On suppose dans toute la suite que qi est un projecteur et on souhaite montrer que, pour tout
couple (i,7) de [1,k]? tel que i # j, on a p;op; = Oc(m)-

2. (a) Montrer que Im(qy) est inclus dans Im(p;1) + ... + Im(pg).

(b) Etablir, grice aux résultats de la partie 1, que Rang(qy) = dim(Im(p;) + ... + Im(py)),
puis en déduire que Im(g;) = Im(py1) + ... + Im(pg).
(¢) Etablir finalement Iégalité

Im(gx) = Im(p1) P ... P Tm(py)

1 Bastien Marmeth



Lycée La Martiniére Monplaisir PT 2025-2026

3. (a) Montrer que, pour tout j de [1, k], on a I'égalité g o p; = p;.
k
(b) En déduire que, pour tout j de [1,k], on a : Va € E, Zpi (pj(x)) = 0.
iz
(¢) Montrer alors que, pour tout couple (i,7) de [1,k]? tel que i # 7, on a p; op; = 0r(p)-
4. Conclure quant a l'objectif de cette partie.
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Corrigé

Corrigé de I’exercice

Partie I —  Préliminaires

1. (a) Soit z € Ker(p) NIm(p). Il existe ainsi y € E tel que z = p(y).

De plus on a
O =p(x) =poply) =ply) ==
On en déduit que Ker(p) NIm(p) = {0g.
D’apres le théoréme du rang on a dim(Ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(FE).

En conclusion on a | E = Ker(p) @ Im(p).

(b) On va procéder par double inclusion

— Soit € Im(p), il existe alors y € F tel que x = p(y).
Ainsi
(d =p)(z) =2 —p(z) = p(y) —pop(y) = py) —py) =0k
Et donc z € Ker(Id — p).

Ce qui montre que Im(p) C Ker(Id — p)
— Soit maintenant « € Ker(Id — p), on a donc p(z) = . Ainsi « € Im(p).

Ceci montre que Ker(Id — p) C Im(p).

Finalement on a bien ‘ Im(p) = Ker(Id — p). ‘
(c) Soit (e, -+ ,e,) une base de Im(p) = Ker(Id — p) et (e, - - - €p) une base de Ker(p).

D’apres les questions précédentes on a

E = Ker(1d — p) @ Ker(p)

Ainsi la famille (eq,--- ,e,) obtenue par concatenation est une base de E (et en parti-
culier p = n).

On sait que
Vk e [1,7], ex € Ker(Id — p), Vk e [r+1,n], er € Ker(p)

C’est-a-dire

(ke [1,r], plex) = ex, ke [r+1,n], ples) = 0]

(d) Notons B = (e1,--- ,ep), on a alors

S 1 I

0

1
Matg(p) =
0

: . 0

O “ov ter eee e e 00O

dim(Ker(Id —p)) dim(Ker(p))

D’ou
Tr(p) = Tr(Matg(p)) = dim(Ker(Id —p)) = dim(Im(p)) = rg(p)

On obtient bien | Rg(p) = Tr(p).
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2. On va procéder par récurrence sur n

Initialisation :

Il est clair que dim(FE;) < dim(F4)

Hérédité :

Soit k € N, et Eq,..., Ey, Ep+1 des sous-espaces vectoriels de E. On suppose que

dim(E1 + -+ Ek) < dlm(El) + ...+ dln’l(Ek)

Notons F'= Fy + -+ 4+ Ej.

Soit (e1,- - ,en) une base de F'et (f1,--- , fp) une base de Ej 1. Alors la famille (e, - -+ ,en, f1,-- -, fp)
est une famille génératrice de F' + Ej41.

On a alors
dlm(F+Ek+1) < Card(elv"' 7en7f1;"' 7fp) < n+p

Ainsi

dim(F + Eg41) < dim(F) + dim(Fry1 < dim(Ey) + ... + dim(Ey) + dim(Fg41)

Remarque

Ce qui prouve la propriété voulue au rang k + 1.
On aurait aussi pu
utiliser la formule de
Grassman appliquée
a F et Ery1 pour

Par principe de récurrence on a montré que S
prouver I’hérédité

si F1,...,FE, sont des sous-espaces vectoriels de F alors‘

| dim(By + -+« + By) < dim(By) + ... + dim(EBy) |

Partie Il —  C.N.S. pour qu’une somme de deux projecteurs soit un projecteur

1. On suppose que p; o p2 = pa o p1 = Oz (), on a alors

qoq=(p1+p2)o(p1+p2)
=p1op1+p1op2+p20p1+p20p2

=pi1op1+p20p2 par hypothése
=p1+D2 car p1 et pa sont des projecteurs
=4q

Ainsi go g =g, ‘ q est donc bien un projecteur. ‘

2. On suppose désormais que ¢ est un projecteur.
(a) Soit y € Im(q), il existe donc = € E tel que y = ¢(x).

Ainsi y = pi(x) + pa(z). Comme p1(z) € Im(py) et p2(x) € Im(p2) on a donc y €
Im(p1) + Im(p2)

On a ainsi montré que

‘Im(q) C Im(p1) + Im(p2) ‘

(b) On sait que g, 1 et pa sont des projecteurs, ainsi, d’apres la question 1.(d) de la partie
I on a Rang(q) = Tr(q), Rang(p1) = Tr(p1) et Rang(p2) = Tr(p2).

D’ou
Rang(q) = Tr(q)
= Tr(p1 + p2)
= Tr(p1) + Tr(p2) car Uapplication Trace est linéaire
= Rang(p1) + Rang(p2)
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Ainsi

‘ Rang(q) = Rang(p;) + Rang(p2) ‘

La question 2. de la partie I appliquée aux sous-espaces vectoriels Im(p;) et Im(p2) nous
assure que

| dim(Im(p1) + Im(ps)) < dim(Im(p1)) + dim(Tm(ps)) |

On sait déja que Im(q) C Im(py)+Im(ps), il nous suffit donc de montrer que dim(Im(q)) =
dim(Im(py) + Im(p2)).

Comme Im(q) C Im(p1) + Im(p2) alors dim(Im(q)) < dim(Im(p1) + Im(p2))
De plus on a
dim(Im(q)) = Rang(q)
= Rang(p1) + Rang(p2)
= dim(Im(p1)) + dim(Im(ps))
> dim(Im(p1) + Im(p2))

On en déduit alors que dim(Im(gq)) = dim(Im(p;) + Im(p2)) et donc que

‘Im(q) = Im(p1) + Im(p2) ‘

Par conséquent on a dim(Im(p; ) )+dim(Im(pz)) = dim(Im(q)) = dim(Im(p; ))+dim(Im(ps2))

et ainsi

Im(p1 + p) = Im(p1) @ Tm(ps)

Soit « € E, comme ¢ est un projecteur on a Ker(q — Id) = Im(q).

Or p1(z) € Im(p1) C Im(py) @Im(pg) = Im(q). Ainsi

‘pl(m) € Ker(g — Id) ‘

On a montré que, pour tout x € E, pi(x) € Ker(q — Id), c’est-a-dire que

Vo € E, q(p1(x)) —p1(x) = 0p

Ainsi
Yz € E, (gop1)(z) =pi(z)

En reprenant ces arguments en remplacant p; par ps on prouve mutatis mutandis que

C’est-a-dire

On a

pr=gqopr=(p1+p2)opr=piopi+p2opi =p1+prop
Ainsi p; o ps = 0z (p) De méme

P2 =qop2 = (p1+p2)ops =p1ops+props=piops+ps
et donc p20op1 = Oﬁ(E)

Finalement on a bien

‘m op1 = 0g(E) et props =0g(m

4. On a montré que, si p; o p2 = p2 0o p1 = Og(p) alors ¢ est un projecteur et que, si g est un
projecteur alors p; o ps = pz 0 p1 = O (.

On en conclut donc que

q est un projecteur si et seulement si props =paopr = Ogp)
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Partie II1

1. On suppose que, pour tout couple (i,5) de [1,k]? tel que i # j, on a p; opj = 0g(g)- On a

alors

Généralisation

gk + 0z(m)
qdk

On a donc g o qx = qi. ‘qk est donc un projecteur. ‘

2. (a) Soit x € Im(gg), et soit y € E tel que x = g (y).

On a alors

Ainsi z € Im(py) + ... + Im(pg).

On a donc bien

x = qly) = Zpi(y)

‘Im(qk) C Im(py) + ...+ Im(pg) ‘

(b) On a

k
rg(qx) = dim(Im(gx)) < dim <Z Im(m))

De plus, comme g, et les applications linéaires (p;);eqi,x) sont des projecteurs, on a,

d’apres la question 1.(c)

rg(qx) = Tr(gx)

k

= Z Tr(p;)
I

= Z rg(p;)

k
=" dim(m(p:)

k
> dim <Z Irn(pz-)> d’aprés la question 2.
i=1
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On a ainsi montré que

[re(qr) = dim (Im(py) + ... + Im(py)) |

On sait que Im(gx) C Im(py) + ...+ Im(px) et
dim (Im(gx)) = dim (Im(p1) + ... + Im(px))

Ainsi

| Im(g) = Tm(p1) + .. + Im(py) |

(c) On a vu que

k

k
rg(qr) = dim <Z Im(pi)> < Zdim(lm(pi)) < rg(gr)

Ainsi
k k
dim <Z Im(pi)> = Z dim(Im(p;))

La somme Im(py) + ... 4+ Im(pg) est donc une somme directe, d’ott

Im(gy) = Im(p1) P ... P Im(pr)

3. (a) Soit j € [1,k].

D’apres la question précédente on a

Im(p;) C Im(py) @ e @ Im(px) C Im(qx)

Comme ¢, est un projecteur, on a Im(qx) = Ker(Id — qi).
Ainsi,
Vo e E, p;j(z) € Ker(Id — gx)

C’est-a-dire

oll encore | p; = qj, © p;-

(b) Soit j € [1,k] et z € E, on a

Vo € F, pj(2) = qx o p;(x)

pj(z) = qi o pj(w)

k
= Zpi o pj()
B k
= pjopi(x) + Y pi(p;(x))
=
k
= pi() + Y pi (pi(2))
iZi
k
Ainsi Zpi (pj(x)) = 0.
7

On a donc montré que

k
Vi e[l,k], VzeE, Zpi (pj(x)) =0
iZ)
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(c) Soit z € E, d’apres la question précédente on a

p1(p;(z)) + p2(pj(z)) +... + pj—1(pj(®)) + Op  +pjt1(pj(2)) +... + pr(pj(z)) = 0p
N—_—— ——— ~~~ ——— N—_——

———
€lm(p1) €lm(pz) €lm(p;—1) €Im(p;) €lm(pjt1) €lm(py)
et
Op + O0g +...+ Og + 0 + Og +...+ 0g =0g
—  ~— — —— — -
€lm(p1) €Im(p2) €lm(pj—1) €Ilm(p;) €EIm(pj41) €lm(pk)

Or la somme Im(p;) + ... + Im(pg) est une somme directe, ainsi, par unicité de la
décomposition dans une somme directe, on en déduit que

Ve e E, Viell,k], j#i = piopjlx)=0

Ainsi

Pour tout couple (i,5) de [1,k]* tel que i # j, on a p; o p; = 0c(B)-

4. On a montré & la question 3 que, si pour tout couple (i,7) de [1,k]? tel que i # j, on a
piop; = Og(m) alors g est un projecteur.

On vient de montrer que, si ¢ est un projecteur alors, pour tout couple (z,7) de [1, Ic]]2 tel
que i # j, on a p;op; = Og(p)-

En conclusion

qr est un projecteur si et seulement si pour tout couple (i, 5) de [1,k]? tel que i # j, on a p; op; = 0z(p)-
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